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Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ ìàòðèöó Xn : Ω → Rn×n . Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ1, ..., λn ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû n−1/2Xn, è ïóñòü Fn(x, y) = 1

n
#{i : Re(λi) ≤ x, Im(λi) ≤ y}

- ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Åñëè ìàòðèöà ÿâëÿåò-
ñÿ ñèììåòðè÷íîé, òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, è
ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåò ôóíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé Fn(x) . Ïåð-
âûé âîïðîñ, êîòîðûé íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Fn(x, y) ñõîäèòñÿ â ñëàáîì ñìûñëå ê íåêîòîðîé ïðåäåëüíîé ôóíêöèè, ñêàæåì F (x, y), ïî
âåðîÿòíîñòè. Âòîðîé âîïðîñ � êàêîé âèä èìååò ôóíêöèÿ F (x, y). Ïðèíöèï óíèâåðñàëü-
íîñòè óòâåðæäàåò, ÷òî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íå äîëæíî çàâèñåòü îò ðàñïðåäåëåíèÿ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû. Ìíîãèå ðåçóëüòàòû â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìàòðèö ìîòèâèðîâàíû
ýòèì ôåíîìåíîì. Â äîêëàäå ÿ ðàññìîòðþ ïîëóêðóãîâîé çàêîí Âèãíåðà, êðóãîâîé çàêîí
è ýëëèïòè÷åñêèé çàêîí, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì äâóõ ïðåäûäóùèõ.

Ïóñòü ìàòðèöà Xn = {Xij}ni,j=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì : à) ïàðû (Xij, Xji)i 6=j - í.î.ð.
ñëó÷àéíûå âåêòîðû, EX12 = EX21 = 0, EX2

12 = EX2
21 = 1 è EX12X21 = ρ; á) {Xii}i≥1 -

í.î.ð. ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, íå çàâèñÿùèå îò {Xij}i 6=j, EX11 = 0 è EX2
11 <∞.

1. Ïðè ρ = 1 ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, Fn(x)
w−→ F (x) ïî âåðîÿòíîñòè, è F (x)

èìååò ïëîòíîñòü, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëóêðóãîâîé çàêîí Âèãíåðà, ñì. [1].
2. Ïðè ρ = 0 Fn(x, y)

w−→ F (x, y) ïî âåðîÿòíîñòè, è F (x, y) èìååò ïëîòíîñòü ðàâíîìåð-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà êðóãå. Êðóãîâîé çàêîí áûë âïåðâûå äîêàçàí Ãèðêî â ðàáîòå [2],
íî åãî äîêàçàòåëüñòâî ñîäåðæàëî íåòî÷íîñòè, â ÷àñòíîñòè, íå áûëî ïîêàçàíî, ïî÷åìó
íàèìåíüøåå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî ìàòðèöû (n−1/2Xn − zI), z ∈ C íå ìîæåò áûòü ñêîëü
óãîäíî ìàëûì. Îñíîâíîé çàñëóãîé Ãèðêî áûë ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïåðåõîäèòü îò
íåñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû n−1/2Xn ê ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöå (n−1/2Xn− zI)∗(n−1/2Xn−
zI), z ∈ C. Èñïîëüçóÿ ìåòîä Ãèðêî, Áàé ïðèâåë íîâîå äîêàçàòåëüñòâî â ïðåäïîëîæå-
íèè îãðàíè÷åííîñòè ïëîòíîñòè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ñì. [1]. Áåç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ
êðóãîâîé çàêîí áûë âïîñëåäñòâèè äîêàçàí â ðàáîòàõ [3] è [4].

3. Ïðè |ρ| < 1 â ðàáîòå [5] Ãèðêî ïîêàçàë, ÷òî Fn(x, y)
w−→ F (x, y) ïî âåðîÿòíîñòè,

è F (x, y) èìååò ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ýëëèïñå, íî åãî äîêàçàòåëü-
ñòâî ñîäåðæàëî àíàëîãè÷íûå íåòî÷íîñòè, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî êðóãîâîãî çàêîíà. Â [6]
àâòîðîì äîêàçàíà

Òåîðåìà. Åñëè max(EX4
12,EX4

21) <∞ è |ρ| < 1 , òî Fn(x, y)
w−→ F (x, y) ïî âåðîÿòíî-

ñòè, F (x, y) èìååò ïëîòíîñòü

g(x, y) =

{
1

π(1−ρ2)
, x, y ∈

{
u, v ∈ R : u2

(1+ρ)2
+ v2

(1−ρ)2 ≤ 1
}
,

0, èíà÷å.

Ðåçóëüòàò ðàáîòû [6] îïèðàåòñÿ íà ðàáîòó [7], â êîòîðîé ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà íàèìåíü-
øåãî ñèíãóëÿðíîãî ÷èñëà ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû, è íà ðàáîòû [3], [4].
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