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Øèðîêèé êëàññ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ (íàïðèìåð, êîëåáàíèÿ ñòðóíû èëè ìåìáðàíû,
ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â ñòåðæíå), îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Òàêèå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè. Îäíàêî òî÷íîå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé âîçìîæíî ëèøü â íåêîòîðûõ ýëåìåíòàð-
íûõ ñëó÷àÿõ è ñîïðÿæåíî ñ áîëüøèìè òðóäíîñòÿìè è ãðîìîçäêèìè âûêëàäêàìè. Ê òîìó
æå ýòî ðåøåíèå êà÷åñòâåííî çàâèñèò îò ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Äëÿ àíàëèçà
òàêèõ ðåøåíèé ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê ïîìîùè ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì, êîòîðûå ïîçâîëÿþò íå òîëüêî íàõîäèòü ðåøåíèÿ, íî è â àâòî-
ìàòè÷åñêîì ðåæèìå îòñëåæèâàòü èõ èçìåíåíèÿ, îáóñëîâëåííûå âàðèàöèÿìè ãðàíè÷íûõ
è íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Èññëåäîâàíèå êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ � ýòî òðóäî¼ìêèé ïðîöåññ, ñâÿçàííûé ñ áîëüøèìè âðåìåííûìè çà-
òðàòàìè. Íî â ó÷åáíîì ïðîöåññå, îñîáåííî äëÿ äèñòàíöèîííîãî è çàî÷íîãî îáðàçîâàíèÿ,
íåîáõîäèìû íàãëÿäíûå ïîñîáèÿ, êîòîðûå ïîìîãóò ñòóäåíòàì áûñòðåå è êà÷åñòâåííåå
îñâîèòü òðåáóåìûé ìàòåðèàë. Îñîáåííî âàæíû òàêèå ïîñîáèÿ ïðè îáó÷åíèè ñòóäåíòîâ
ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èññëåäîâàíèþ èõ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ, òàê
êàê äàííûé ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì äëÿ ïîíèìàíèÿ.

Ïðåäëàãàåìûé ýëåêòðîííûé ó÷åáíèê ñîçäàí íà îñíîâå êóðñà ëåêöèé [1] è ïðàêòè÷å-
ñêèõ çàíÿòèé [2], ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ñòóäåíòîâ ÌÝÑÈ, îáó÷àþùèõñÿ ïî ñïåöèàëü-
íîñòè ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå è àäìèíèñòðèðîâàíèå èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì¿,
è ñíàáæ¼í ñðåäñòâàìè âèçóàëèçàöèè äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé îñíîâíûõ
êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ïåðåä ðàçðàáîòêîé äàííîãî ïîñîáèÿ áûë ïðîâåä¼í àíàëèç óæå ñóùåñòâóþùåãî ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ áûëè âûáðàíû äâå ïðîãðàì-
ìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ: Mathematica (âåðñèÿ 5.2) è wxMaxima (âåðñèÿ
0.8.1). Mathematica � êîììåð÷åñêàÿ ñèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû êîìïàíèè Wolfram
Research. wxMaxima � ãðàôè÷åñêàÿ íàäñòðîéêà ñâîáîäíîé ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àë-
ãåáðû Maxima. Îáà ïðèëîæåíèÿ ñîäåðæàò ìíîæåñòâî ôóíêöèé, êàê äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé, òàê è äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ, à òàêæå ïîääåðæèâàþò ðàáîòó ñ ãðàôè-
êîé è çâóêîì, âêëþ÷àÿ ïîñòðîåíèå äâóõ- è òð¼õìåðíûõ ãðàôèêîâ ôóíêöèé è àíèìàöèþ
[3],[4]. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âñåöåëî ïåðåëîæèòü íà âñòðîåííûå êîìàíäû Mathematica
èëè wxMaxima ïðîöåññ ïîèñêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íå óäàñòñÿ,
ïîñêîëüêó ýòè ïðîãðàììû íå èìåþò âñòðîåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòîâ äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ïîýòîìó ïîèñê ýòîãî ðåøåíèÿ ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ïîëü-
çîâàòåëü îáëàäàåò îïðåäåë¼ííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêîé ïî äèôôåðåíöèàëüíûì
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óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è çíàåò ñèñòåìó êîìàíä èñïîëüçóåìîãî ïðèëîæå-
íèÿ (õîòÿ áû â ìèíèìàëüíîì îáú¼ìå). Ê íåäîñòàòêàì ýòèõ ïðîãðàìì ìîæíî îòíåñòè è
òîò ôàêò, ÷òî íà ðåøåíèå, íàïðèìåð, çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ìåìáðàíû è ïîñòðîåíèÿ àíè-
ìèðîâàííîãî ãðàôèêà óõîäèò ïî íåñêîëüêî ìèíóò (îêîëî 5 ìèíóò ïðè íèçêîì êà÷åñòâå
ãðàôèêè), òîãäà êàê äëÿ ðàññìîòðåíèÿ íåñêîëüêèõ õàðàêòåðíûõ ïðèìåðîâ æåëàòåëüíî
ïîëó÷àòü ãîòîâûé ðåçóëüòàò ïî÷òè ìãíîâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, ïàêåòû Mathematica è wxMaxima â îñíîâíîì ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ
íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè ñïåöèàëèñòîâ. Îíè ïðåäîñòàâëÿþò øèðî÷àé-
øèå âîçìîæíîñòè, íî äëÿ èõ èñïîëüçîâàíèÿ íåîáõîäèìî äîëãîå èçó÷åíèå, ÷òî íå âñåãäà
âîçìîæíî â ðàìêàõ ââîäíîãî ó÷åáíîãî êóðñà. Åñëè æå ïðîãðàììà ðåøàåò áîëåå óçêóþ
çàäà÷ó, òî ïîëüçîâàòåëè ñìîãóò ñ íåé ðàáîòàòü, íå çàòðà÷èâàÿ ìíîãî âðåìåíè íà èçó÷å-
íèå. Ïîýòîìó íà êàôåäðå Âûñøåé ìàòåìàòèêè ÌÝÑÈ áûëî ðàçðàáîòàíî ïðîãðàììíîå
îáåñïå÷åíèå MathPhys äëÿ äåìîíñòðàöèè ðåøåíèé óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè, êîòîðîå îáëàäàåò äðóæåñòâåííûì èíòåðôåéñîì è èñïîëüçóåòñÿ ïðåïîäàâàòåëÿìè è
ñòóäåíòàìè â ó÷åáíîì ïðîöåññå.

Ïðîãðàììà MathPhys ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ íàãëÿäíîé äåìîíñòðàöèè ðåøåíèé ðÿäà
çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Â ïðîãðàììå ðåàëèçîâàí ìàêñèìàëüíî ïðîñòîé è óäîá-
íûé èíòåðôåéñ ñ öåëüþ îáëåã÷åíèÿ âîñïðèÿòèÿ èíôîðìàöèè. Êàæäûé ðàçäåë ó÷åáíîãî
ïîñîáèÿ ñíàáæ¼í äåìîíñòðàöèîííûìè ïðèìåðàìè, íàãëÿäíî èëëþñòðèðóþùèìè èçó-
÷åííûé ìàòåðèàë. Ïîëüçîâàòåëü âûáèðàåò òèï ðåøàåìîé çàäà÷è, ââîäèò íåîáõîäèìûå
ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû, çàäà¼ò íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Èñïîëüçóÿ ýòè äàííûå,
ïðîãðàììà ñòðîèò ãðàôèê ðåøåíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Åñëè ïîëó÷åííîå ðå-
øåíèå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî ïðîãðàììà äà¼ò âîçìîæíîñòü âèäåòü, êàê èçìåíÿåòñÿ
õàðàêòåð ðåøåíèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ïðîöåññ ìîæíî â ëþáîé ìîìåíò ïðèîñòàíîâèòü,
ïîëíîñòüþ ïðåêðàòèòü, óâåëè÷èòü èëè óìåíüøèòü òåìï, çàôèêñèðîâàòü îïðåäåë¼ííûé
ìîìåíò âðåìåíè. Äëÿ óäîáñòâà îòîáðàæåíèÿ ïðåäóñìîòðåíû ñðåäñòâà äëÿ ãèáêîé ðàáî-
òû ñ ãðàôèêîì. Ãðàôèêîì ìîæíî óïðàâëÿòü ñ ïîìîùüþ êëàâèàòóðû èëè ìûøè íå ïðå-
ðûâàÿ äåìîíñòðàöèè: ïîâåðíóòü, ïåðåìåñòèòü, ìàñøòàáèðîâàòü, ðàñòÿíóòü èëè ñæàòü
ãðàôèê ïî ñîîòâåòñòâóþùèì îñÿì êîîðäèíàò, èçìåíèòü öâåò.

Íèæå ïðåäñòàâëåíî îïèñàíèå íåêîòîðûõ çàäà÷, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ
ïðîãðàììà MathPhys:

Êîëåáàíèÿ ñòðóíû

Óðàâíåíèå
∂2u

∂t2
= a2∂

2u

∂x2
+ g (t, x) (1)

ìîäåëèðóåò êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé ãèáêîé ñòðóíû äëèíîé L ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ ρ,
íàòÿíóòîé ñèëîé ðàñòÿæåíèÿ T ìåæäó ôèêñèðîâàííûìè òî÷êàìè x = 0 è x = L (a2 =
T
ρ
) ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé âåðòèêàëüíîé ñèëû g(t, x). Ñòðóíà ñîâåðøàåò ïîïåðå÷íûå

êîëåáàíèÿ îêîëî å¼ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ; u(t, x) åñòü îòêëîíåíèå òî÷êè x ñòðóíû îò
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t. Èçâåñòíû íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ñòðóíû:
u(0, x) = f(x) è íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ñòðóíû: ut(0, x) = F (x), à òàêæå óñëîâèÿ íà êîíöàõ
ñòðóíû: u(t, 0) = h0(t);u(t, L) = h1(t) èëè ux(t, 0) = h0(t);ux(t, L) = h1(t).

Ðåøåíèå çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ñòðóíû, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû MathPhys,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíèìèðîâàííûé ãðàôèê, ó êîòîðîãî ïî îñè àáñöèññ îòêëàäûâàþòñÿ
êîîðäèíàòû òî÷åê ñòðóíû, à ïî îñè îðäèíàò � îòêëîíåíèå ñòðóíû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
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âåñèÿ â ýòèõ òî÷êàõ. Ðàçëè÷íûìè öâåòàìè ïîêàçàíû ñîñòàâëÿþùèå ïðÿìîé è îáðàòíîé
áåãóùåé âîëíû. Ñóïåðïîçèöèÿ ýòèõ âîëí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîôèëü êîëåáëþùåéñÿ
ñòðóíû (íà ãðàôèê âûäåëÿåòñÿ êðàñíûì öâåòîì). Íà ãðàôèêå õîðîøî âèäíî êàê ñòðóíà
îòðàæàåòñÿ îò ñâîèõ ëåâîãî (x = 0) è ïðàâîãî êîíöà (x = L).

Êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû

Óðàâíåíèå
∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂r2
+

1

r

∂2u

∂φ2

)
(2)

ìîäåëèðóåò ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé ãèáêîé êðóãëîé ìåìáðàíû ðàäèóñà R ñ
ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ ρ, íà êîòîðóþ äåéñòâóåò ñèëà ðàñòÿæåíèÿ T òàêèì ñïîñîáîì,
÷òî å¼ ñìåùåíèå u çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè t è ðàññòîÿíèå r îò å¼ öåíòðà. Ãðàíèöà
ìåìáðàíû ôèêñèðîâàíà, à íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå è íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ìåìáðàíû çàäà-
¼òñÿ ôîðìóëàìè u(0, r) = f(r) è ut(0, r) = F (r) ñîîòâåòñòâåííî.

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðåøåíèé íåñêîëüêèõ çàäà÷ î êîëåáàíèÿõ ìåìáðàíû,
ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû MathPhys (ïðèìåðû âçÿòû èç [5] è [6]).

Íàãðåòûé ñòåðæåíü

Óðàâíåíèå
∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2
+ q (t, x) (3)

ìîäåëèðóåò èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû u(t, x) â íàãðåòîì ñòåðæíå äëèíîé L, ðàñïîëîæåí-
íîì âäîëü îñè x â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ x è âðåìåíè t. Ñòåðæåíü èìååò ïîñòîÿííîå
ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïåðïåíäèêóëÿðíîå ê îñè, ïðè÷¼ì ñòåðæåíü ñäåëàí èç îäíîðîäíîãî
ìàòåðèàëà. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ñòåðæíÿ íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî u ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé
âî âñ¼ì ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè è ÷òî áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ñòåðæíÿ èçîëèðîâàíà òàê, ÷òî
ïîòîê òåïëîòû ÷åðåç íå¼ îòñóòñòâóåò (q = 0). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåïëî ìîæåò òå÷ü
ïîäîáíî æèäêîñòè îò áîëåå ò¼ïëûõ ÷àñòåé òåëà ê áîëåå õîëîäíûì. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
a çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ k, óäåëüíîé òåïëî-
¼ìêîñòè c è ïëîòíîñòè ρ ñòåðæíÿ è âûðàæàåòñÿ ïî ôîðìóëå: a2 = k

cρ
. Êðîìå òîãî,

èçâåñòíî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ñòåðæíå: u(0, x) = f(x) è çíà÷åíèå
òåìïåðàòóðû íà îáîèõ êîíöàõ ñòåðæíÿ: u(t, 0) = h0(t);u(t, L) = h1(t). (Âìåñòî òîãî, ÷òî-
áû óñòàíîâèòü ôèêñèðîâàííóþ òåìïåðàòóðó, ìîæíî èçîëèðîâàòü îáà êîíöà ñòåðæíÿ:
ux(t, 0) = h0(t);ux(t, L) = h1(t) èëè ðàçðåøèòü òåïëîîáìåí ìåæäó ñòåðæíåì è îêðóæà-
þùåé ñðåäîé).

Ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà â ñòåðæíå, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ïðî-
ãðàììû MathPhys, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíèìèðîâàííûé ãðàôèê, ó êîòîðîãî ïî îñè àáñ-
öèññ îòêëàäûâàþòñÿ êîîðäèíàòû òî÷åê ñòåðæíÿ, à ïî îñè îðäèíàò � òåìïåðàòóðà ñòåðæ-
íÿ â ýòèõ òî÷êàõ. Ïðîãðàììà âûäåëÿåò öâåòîì íà ãðàôèêå ó÷àñòêè ñ ðàçëè÷íîé òåìïå-
ðàòóðîé (÷åì âûøå òåìïåðàòóðà, òåì êðàñíåå ó÷àñòîê).

Èñïîëüçîâàíèå ïðîãðàììû MathPhys â ó÷åáíîì ïðîöåññå îêàçûâàåò ñòóäåíòàì ñó-
ùåñòâåííóþ ïîìîùü. Îíè ó÷àòñÿ íå òîëüêî ðåøàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, íî è àíàëèçèðîâàòü èõ ðåøåíèÿ, à ïðèìåíåíèå äàííîãî ïðèëîæå-
íèÿ äà¼ò âîçìîæíîñòü èçó÷èòü áîëüøåå ÷èñëî ïðèìåðîâ. Ïðîãðàììà îñîáåííî ïîëåçíà
äëÿ ñòóäåíòîâ çàî÷íîé è äèñòàíöèîííîé ôîðì îáó÷åíèÿ. Êëàññ ðåøàåìûõ ïðîãðàììîé
MathPhys çàäà÷ â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàñøèðèòü.
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