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Îäíèìè èç íàèáîëåå èçó÷åííûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ ìèíèìàëüíûõ ðåàëèçàöèé ÿâëÿ-
þòñÿ ëèíåéíûå áóëåâû ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿåìûå â âèäå ln(x1, . . . , xn) = x1 ⊕ . . . ⊕ xn

èëè â âèäå ln(x1, . . . , xn) = x1 ⊕ . . . ⊕ xn, ãäå c = {0, 1}, à "⊕"îçíà÷àåò ñëîæåíèå ïî
ìîäóëþ äâà [1]. Ïåðâûé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë ïîëó÷åí â 1952 ã. Êàäðî [2]:
äëÿ ðåàëèçàöèè ëèíåéíîé áóëåâîé ôóíêöèè (ñóùåñòâåííî çàâèñÿùåé) îò n ïåðåìåííûõ
êîíòàêòíîé ñõåìîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî 4n− 4 êîíòàêòîâ. Ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè
ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñõåìàìè èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ [3] (îïðåäåëÿåìàÿ, êàê ïðà-
âèëî, êàê íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, äîñòàòî÷íîå äëÿ
ðåàëèçàöèè ôóíêöèè f ñõåìîé â çàäàííîì áàçèñå è îáîçíà÷àåìàÿ êàê L(f)) èçâåñòíà
äëÿ ìíîãèõ áàçèñîâ, ñîñòîÿùèõ èç íå áîëåå, ÷åì äâóõâõîäîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ. Òàê, â ðàáîòå [4] ïîêàçàíî, ÷òî L(ln) = L(ln) = 4n − 4 â áàçèñå {x ∧ y, x ∨ y, x}
è L(ln) = L(ln) = 7n − 7 â áàçèñàõ {x ∧ y, x} è {x ∨ y, x}, à â ðàáîòå [5] ïîêàçàíî, ÷òî
L(ln) = L(ln) = 3n − 3 â áàçèñå {x → y, x ∧ y}. Äëÿ íåêîòîðûõ áàçèñîâ èçâåñòíû î÷åíü
òî÷íûå îöåíêè äëÿ ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ëèíåéíûõ ôóíêöèé, íàïðèìåð, â ðàáîòå [6]
äîêàçàíî, ÷òî L(ln) = 4n − 4 è 4n − 4 ≤ L(ln) ≤ 4n − 3 â áàçèñå {x ∧ y}, à â ðàáîòå [7]
äîêàçàíî, ÷òî L(ln) = 4n−4 è 4n−4 ≤ L(ln) ≤ 4n−3 â áàçèñå {x→ y, x}. Äëÿ íåêîòîðûõ
áàçèñîâ åñòü îïèñàíèå óñòðîéñòâà ìèíèìàëüíûõ ñõåì. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [5] ïîêàçàíî,
÷òî âñå ìèíèìàëüíûå ñõåìû, ðåàëèçóþùèå ëèíåéíûå ôóíêöèè â áàçèñå {x → y, x ∧ y}
èìåþò îïðåäåëåííóþ áëî÷íóþ ñòðóêòóðó, à â ðàáîòå [8] àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äîêàçàí
äëÿ ìèíèìàëüíûõ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ ëèíåéíûå ôóíêöèè â áàçèñå {x ∧ y, x ∨ y, x}.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíàâëèâàåòñÿ òî÷íîå çíà÷åíèå ñëîæíîñòè ôóíêöèè ln â áàçèñå
{x ∧ y}, ñîñòîÿùåì èç åäèíñòâåííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà � øòðèõà Øåôôåðà,
à òàêæå îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà âñåõ ìèíèìàëüíûõ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ ôóíêöèþ ln â
òîì æå áàçèñå.

Îñíîâíûì ïðèåìîì äîêàçàòåëüñòâà â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ ìåòîä çàáèâàþùèõ
êîíñòàíò, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [4] è èñïîëüçîâàííûé òàêæå â ñòàòüÿõ [6,7,8,9]. Âïðî-
÷åì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé èç äàííîé ðàáîòû îäíîãî òîëüêî ìåòîäà çàáèâà-
þùèõ êîíñòàíò îêàçàëîñü íåäîñòàòî÷íî, ïîýòîìó â íåé èñïîëüçîâàí ðÿä ñîîáðàæåíèé,
ñâÿçàííûõ ñ ãëîáàëüíîé ñòðóêòóðîé ñõåìû.

Äëÿ ñõåìû S â áàçèñå {x ∧ y} ÷åðåç L(S) îáîçíà÷àåòñÿ ñóììà âåñîâ ôóíêöèîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ â S; ÷èñëî L(S) íàçûâàåòñÿ ñëîæíîñòüþ ñõåìû S. Ñëîæíîñòüþ ðåàëèçàöèè

ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f â áàçèñå {x ∧ y} íàçûâàåòñÿ ÷èñëî min L(S), ãäå ìè-
íèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñõåìàì S, ðåàëèçóþùèì ôóíêöèþ f â áàçèñå {x ∧ y}. Ñëîæíîñòü
ðåàëèçàöèè ôóíêöèè f â áàçèñå {x ∧ y} áóäåì îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç L(f).

Ñõåìó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 1, áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíûì áëîêîì. Âñå ýëåìåí-
òû, âõîäÿùèå â ñòàíäàðòíûé áëîê � äâóõâõîäîâûå. Çíàêîì

”
�“ íà ðèñóíêå îòìå÷åí

ýëåìåíò áëîêà, êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü âûõîäíûì. Ñòàíäàðòíûé áëîê âõîäèò â
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íåêîòîðóþ ñõåìó S ïðàâèëüíî, åñëè âûõîäû âñåõ ýëåìåíòîâ ýòîãî áëîêà, êðîìå âûõîä-
íîãî, íå ïîäàþòñÿ íà âõîäû ýëåìåíòîâ, íå ïðèíàäëåæàùèõ áëîêó.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.
Tåîðåìà 1.

Âñÿêàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñõåìà â áàçèñå {x ∧ y} , ðåàëèçóþùàÿ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ln =
x1⊕ . . .⊕ xn, ñîñòîèò èç n− 1 ñòàíäàðòíûõ áëîêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ âõîäèò â ñõåìó
ïðàâèëüíî.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíàâëèâàåòñÿ òî÷íîå çíà÷åíèå ñëîæíîñòè ôóíêöèè ln â
áàçèñå {x ∧ y} .

Òåîðåìà 2.

Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n cëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè ln = x1⊕ . . .⊕
xn ⊕ 1, n ≥ 2 â áàçèñå {x ∧ y} ñîñòàâëÿåò 4n− 3.
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Ñëîâà áëàãîäàðíîñòè

2



Êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâ 2012¿

Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ ïðîô. Í.Ï. Ðåäüêèíà çà ïîìîùü â ðà-
áîòå è ïîñòàíîâêó çàäà÷è.
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