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Ðèñóíêîì D íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíàÿ, ñâÿçíàÿ, ãëàäêàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõ-
íîñòü S âìåñòå ñ òàêèì ãðàôîì Γ íà íåé, ÷òî åãî äîïîëíåíèå S \ Γ ãîìåîìîðôíî
äèçúþíêòíîìó îáúåäèíåíèþ îòêðûòûõ äèñêîâ. Ðåãóëÿðíûì íàçûâàåòñÿ ðèñóíîê, äëÿ
ëþáûõ äâóõ âåðøèí êîòîðîãî ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé îäíó â äðóãóþ.
Òðèâàëåíòíûì íàçûâàåòñÿ ðèñóíîê, âñå âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò âàëåíòíîñòü òðè. Ðå-
ãóëÿðíûå òðèâàëåíòíûå òîðè÷åñêèå ðèñóíêè � ýòî ðåãóëÿðíûå çàìîùåíèÿ òîðà øåñòè-
óãîëüíèêàìè. Ïåðå÷èñëÿþòñÿ îíè ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ êîðåíü øåñòîé ñòåïåíè
èç åäèíèöû ρ = 1
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· i. Îòìåòèì, ÷òî ρ2 = ρ− 1. Ðàññìîòðèì øåñòèóãîëüíèê íà C ñ

âåðøèíàìè â {ρk}5k=0, îáîçíà÷èì ïëîñêîñòü C, çàìîùåííóþ ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëüíûõ
ïåðåíîñîâ óêàçàííîãî øåñòèóãîëüíèêà, ÷åðåç C6.

Äëÿ ïàðû öåëûõ ÷èñåë (m,n) 6= (0, 0) ðàññìîòðèì öåëî÷èñëåííóþ ðåøåòêó Lm+nρ â
C6, ïîðîæäåííóþ ÷èñëàìè m + n · ρ è ρ · (m + n · ρ) = −n + (m + n)ρ, òîãäà ôàêòîð
C6/Lb+cρ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ òîð, ñ âëîæåííîé â íåãî øåñòèóãîëüíîé ñåòêîé. Îáî-
çíà÷èì ïîëó÷åííûé ðèñóíîê ÷åðåç Dm+nρ. Ìíîæåñòâî {Dm+nρ} è ñîñòàâëÿåò èñêîìîå
ñåìåéñòâî ðåãóëÿðíûõ òðèâàëåíòíûõ òîðè÷åñêèõ ðèñóíêîâ.

Ðèñóíîê Dm+nρ ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì Êýëè ñâîåé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Γm+nρ ([2]),
èìåþùåé êîïðåäñòàâëåíèå:

Γm,n =
〈
T1, T2, T3 |T 2

i = E, i = 1, 2, 3; (T2T3)
m(T2T1)

n = (T2T3)
n(T1T2)

m+n = E
〉

Ïîðÿäîê ãðóïïû Γm+nρ è, ñîîòâåòñòâåííî, êîëè÷åñòâî âåðøèí ðèñóíêà ðàâíû 2(m2 +
mn+ n2).

Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû (m,n) ðåøåòêà Lm+nρ � øåñòèóãîëüíàÿ, ñîîòâåò-
ñâóþùèé òîð ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü óðàâíåíèåì y2 = x3 − 1. Ñîîòâåòñòâóþùóþ ðè-
ñóíêó Dm+nρ ôóíêöèþ Áåëîãî îáîçíà÷èì βm+nρ. Îíà ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé
îò z = x3, ïîýòîìó ìû áóäåì ïèñàòü βm+nρ(z) = βm+nρ(x

3). Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó.

Òåîðåìà. Ïóñòü

m+ nρ = (m1 + n1ρ) · (m2 + n2ρ) 6= 0,

òîãäà

βm+nρ(z) = βm1+n1ρ(βm2+n2ρ(z)) = βm2+n2ρ(βm1+n1ρ(z)).

Òåîðåìà ïîçâîëÿåò ââåñòè ñòðóêòóðó êîììóòàòèâíîãî ìîíîèäà íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé
Áåëîãî ðåãóëÿðíûõ òðèâàëåíòíûõ òîðè÷åñêèõ ðèñóíêîâ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïî-
çèöèè. Â êà÷åñòâå åäèíèöû âûñòóïàåò ôóêíöèÿ β1+0ρ(z) = z.
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Ïðèìåð. Ïîëîæèì m1 + n1 = 1 + ρ è m2 + n2 = 2, òîãäà ([1])

β1+ρ(z) = −(z − 4)3

27z2
è β2(z) =

z(z + 8)3

64(z − 1)3
;

m+ nρ = (1 + ρ) · 2 = 2 + 2ρ è

β2+2ρ(z) = β1+ρ(β2(z)) = β2(β1+ρ(z)) =

= −(z − 4)3(z3 − 228z2 + 48z − 64)3

1728z2(z − 1)3(z + 8)6
.
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