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Àñèìïòîòèêè ýðãîäè÷åñêèõ è öèêëè÷åñêèõ (C,B,A)-ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà.
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Â 1958 ã. íà ñâîåì ìîñêîâñêîì ñåìèíàðå Â.È. Àðíîëüäîì áûëà ïîñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ
çàäà÷à (ñì. [1]). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {1, 2, . . . , n}. Ðàçîáüåì åå íà òðè áëîêà
{A,B,C} (ñîñòîÿùèõ èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë) è ïåðåñòàâèì èõ â ïîðÿäêå {C,B,A}.
Ïîëó÷èâøóþñÿ ïåðåñòàíîâêó ìû áóäåì íàçûâàòü (C,B,A)-ïåðåñòàíîâêîé (èëè ïåðå-
ñòàíîâêîé Àðíîëüäà).

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñëåäóþùèõ âîïðîñîâ, ïîñòàâëåííûõ Â. È.
Àðíîëüäîì: êàêîâû äîëè ýðãîäè÷åñêèõ (ò.å. ñîñòîÿùèõ èç îäíîãî öèêëà) è öèêëè÷åñêèõ
(ò.å. ñîñòîÿùèõ èç öèêëîâ îäèíàêîâîé äëèíû) (C,B,A)-ïåðåñòàíîâîê?

Òåîðåìà 1. Ïåðåñòàíîâêà Àðíîëüäà, çàäàâàåìàÿ áëîêàìè ðàçìåðîâ a, b è c ñîîò-
âåòñòâåííî, ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç h =ÍÎÄ(a+ b, b+ c) íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Àðíîëüäà [2] î ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîñòè, ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 2. Äîëÿ ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà äëèíû n, ñîñòîÿùèõ èç h íåçàâèñèìûõ

öèêëîâ, ñòðåìèòñÿ ê 1
ζ(2)
· 1
h2 ïðè n→∞ è ôèêñèðîâàííîì h.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè h = 1 ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äîëÿ δ(n) ýðãîäè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê Àð-
íîëüäà ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå 1

ζ(2)
≈ 0,608.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âîïðîñ î äîëå z(n) öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà. ßñíî,
÷òî z(n) > δ(n)→ 1

ζ(2)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðåñòàíîâêà Àðíîëüäà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà h | n. Ïîýòîìó, åñëè n = p � ïðîñòîå, òî z(n) = δ(n). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñ-
ëè n ñîñòàâíîå, òî äîëÿ öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê ìîæåò áûòü ãîðàçäî áîëüøå äîëè
ýðãîäè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ¾ñãëàäèòü¿ ýòè ðàçëè÷èÿ, ìû ðàññìîòðèì ñðåäíåå ïî ×åçàðî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè z(n). À èìåííî, ïîëîæèì ẑ(n) := z(1)+z(2)+...+z(n)

n
. Â ñëåäóþùåé òàáëèöå

ïðèâåäåíû âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ äîëåé ẑ(n) ïðè íåêîòîðûõ n.

n 10 102 103 104

ẑ(n) 0,531944 0,683165 0,725496 0,730691
ζ(3)/ζ(2) 0,730765 0,730765 0,730765 0,730765
ïîãðåøíîñòü ≈ 10−1 ≈ 10−2 ≈ 10−3 ≈ 10−4

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Ãèïîòåçà 3. Ñðåäíÿÿ äîëÿ ẑ(n) ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå ζ(2)

ζ(3)
.
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