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Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû: óñòàíîâèòü íåðàâåíñòâà Òàëàãðàíäà äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà
äèôôóçèîíûõ ïðîöåññîâ, à òàêæå îáîáùèòü ýòè ðåçóëüòàòû íà óñëîâíî-äèôôóçèîííûå
ïðîöåññû ñ ïîìîùüþ h-ïðåîáðàçîâàíèé Äóáà.

Ïóñòü (E, ρ) - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, P(E) - ñåìåéñòâî âñåõ áîðåëåâñêèõ âåðî-
ÿòíîñòíûõ ìåð íà E. Ðàññòîÿíèå Âàññåðøòàéíà ïîðÿäêà p ≥ 1 ìåæäó ìåðàìè P,Q ∈
P(E) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

inf
π∈C(P,Q)

[∫∫
ρp(x, y)dπ(x, y)

]1/p

,

ãäå C(P,Q) åñòü ìíîæåñòâî áîðåëåâñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà E × E, ìàðãèíàëüíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ðàâíû P è Q. Èíôîðìàöèÿ ïî Êóëüáàêó (èëè óñëîâíàÿ ýíòðî-
ïèÿ) ìåðû Q ∈ P(E) ïî ìåðå P ∈ P(E) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

H(Q | P) = EQ log
dQ

dP
= EPdQ

dP
log

dQ

dP
,

åñëè Q � P, è +∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. ×åðåç EP, EQ îáîçíà÷åíû ìàòåìàòè÷åñêèå
îæèäàíèÿ ïî ìåðàì P, Q. Ìåðà P ∈ P(E) óäîâëåòâîðÿåò òðàíñïîðòíîìó íåðàâåíñòâó
ñ ïîêàçàòåëåì p è ïîñòîÿííîé C > 0, åñëè äëÿ ëþáîé ìåðû Q ∈ P(E) èìååì:

Wp(P,Q) ≤
√

2CH(Q | P).

Â òàêîì ñëó÷àå ïèøóò: P ∈ Tp(C).
Âïåðâûå ýòè íåðàâåíñòâà áûëè ââåäåíû Ê. Ìàðòîí â ñòàòüå [5]. Îíà îáíàðóæèëà

èõ ñâÿçü ñ ÿâëåíèåì êîíöåíòðàöèè ìåðû. Èìåííî, ïóñòü äëÿ âñÿêîãî A ⊆ E è äëÿ
r > 0 Ar := {x ∈ E | ρ(x,A) ≤ r}, ãäå ρ(x,A) := infy∈A ρ(x, y) - ðàññòîÿíèå îò x äî A.
Íàñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ P(Ar) îò 1? Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ α(r) = sup{1−P(Ar) | µ(A) ≥
1/2}.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü P ∈ T1(C), òîãäà äëÿ r ≥ r0 := 2
√

2C log 2 èìååì:

α(r) ≤ e−r
2/8C .

Çàìåòèì, ÷òî Tp(C) ⊆ T1(C) äëÿ p > 1, òàê ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî P ∈ Tp(C).
Ïðåäïðèíèìàëèñü ðàçëè÷íûå ïîïûòêè óñòàíîâèòü ýòè íåðàâåíñòâà äëÿ ðàñïðåäåëå-

íèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èëè ïðîöåññîâ (÷àùå âñåãî, äëÿ p = 1 èëè p = 2); â ÷àñòíîñòè,
äëÿ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ èëè ìàðêîâñêèõ öåïåé. Ñì., íàïð., ñòàòüè [2] (Djellout
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et al), [6] (Pal), [8](Ustunel), êíèãè [4] (Ledoux), [9] (Villani), èëè îáçîðíóþ ñòàòüþ [3]
(Gozlan et al).

Òðàíñïîðòíûå íåðàâåíñòâà ïîðÿäêà 2 (íàçûâàåìûå òàêæå íåðàâåíñòâà Òàëàãðàíäà)
âàæíû åùå è ïîòîìó, ÷òî îíè ñâÿçàíû ñ äðóãèìè ôóíêöèîíàëüíûìè íåðàâåíñòâàìè:
íåðàâåíñòâîì Ïóàíêàðå è äð. (ñì. [4], [9]).

Ïóñòü (Ω,F ,F,P) - ôèëüòðîâàííîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíîñòâî, ôèëüòðàöèÿ F :=
(Ft)t≥0 óäîâëåòâîðÿåò îáû÷íûì óñëîâèÿì è ïîðîæäåíà d-ìåðíûì áðîóíîâñêèì äâè-
æåíèåì W = (Wt)t≥0. Ïóñòü X = (Xt)t∈[0,T ] - äèôôóçèîííûé ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿ-
ìè â Rd, çàäàííûé ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì: dXt = dWt + b(t,Xt)dt, X0 = x. Çäåñü
b : [0, T ] × Rd → Rd - êîýôôèöèåíò ñíîñà, x ∈ Rd - íà÷àëüíîå çíà÷åíèå. Ðàññìîòðèì
ïðîöåññ X êàê ñëó÷àéíûé ýëåìåíò â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå C([0, T ],Rd) ñ ðàâíîìåð-
íîé ìåòðèêîé. Â äàëüíåéøåì ÷åðåç a · b îáîçíà÷èì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
a, b ∈ Rd; ÷åðåç R+ îáîçíà÷èì [0,∞).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], x, y ∈ Rd âûïîëíåíî

(b(t, x)− b(t, y)) · (x− y) ≤ γ||x− y||2.

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà X íà [0, T ] óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Òàëàãðàíäà ñ ïî-
ñòîÿííîé C = 2Te2T

2γ2
.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü γ ≥ 0, F : [0, T ]→ R+ òàêîâû, ÷òî

(b(t, x)− b(t, y)) · (x− y) ≤ −γF (t)||x− y||2,

òîãäà ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà X óäîâëåòâîðÿåò T2(C) ñ ïîñòîÿííîé

C = Cγ,F = sup
0≤t≤T

∫ t

0

exp

(
−2γ

∫ t

s

F (u)du

)
ds.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè γ = 0 ïîñòîÿííàÿ ðàâíà Cγ,F = T . Áóäåì íàçûâàòü òàêîé ñíîñ b (ò.å.
äëÿ êîòîðîãî (b(t, x)− b(t, y)) · (x− y) ≤ 0) íåâîçðàñòàþùèì.

Ñëåäñòâèå. Åñëè äëÿ γ > 0 èìååì: (b(t, x)− b(t, y)) · (x− y) ≤ −γ||x− y||2, òî

C =
1− e−2γT

2γ
.

Óñëîâíûå äèôôóçèîííûå ïðîöåññû. Äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî G ⊆ Rd îáîçíà÷èì
÷åðåç τG := inf{t ≥ 0 | Wt /∈ G} ìîìåíò âûõîäà èç G. Ôèêñèðóåì îòêðûòîå ìíîæåñòâî
D ⊆ Rd è ìîìåíò T > 0. Ðàññìîòðèì ñîáûòèå {τD > T}. Êàêîâî óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå
W = (Wt)0≤t≤T ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòî ñîáûòèå ïðîèçîøëî? Îáîçíà÷èì óñëîâíûé ïðîöåññ
÷åðåç X = (Xt)0≤t≤T . Ïðèìåíèì òåîðèþ h-ïðåîáðàçîâàíèé Äóáà. (Ñì. [7] (Revuz, Yor),
èëè [1] (Chung et al) Èìååì: P{τD > T | Wt = x} = Px{τD > T − t} = h(T − t, x), ãäå
ht(x) = h(t, x) = Px{τD > t}, è X óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

dXt = dBt +∇x log h(T − t,Xt)dt,

ãäå B = (Bt)t≥0 - ýòî d-ìåðíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî óñëîâíîé ìåðû (îíî
íå ñîâïàäàåò ñ W !).
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Òåîðåìà 4. Ôóíêöèÿ x 7→ Px{τ > t} ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòà ïî x äëÿ âñåõ t > 0.
Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîé, åñëè åå ëîãàðèôì

åñòü âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ. Çíà÷èò, êîýôôèöèåíò ñíîñà íåâîçðàñòàåò, è ðàñïðåäåëåíèå ïðî-
öåññà X óäîâëåòâîðÿåò T2(T ).

Îáîáùèì ýòîò ðåçóëüòàò: ïóñòü dXt = dWt + ∇b(Xt)dt, ãäå X = (Xt)t≥0 ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ â Rd, à b : Rd → R äèôôåðåíöèðóåìà. Ââåäåì àíàëîãè÷íîå îáîçíà÷åíèå: äëÿ
îòêðûòîãî G ⊆ Rd ïóñòü τG := inf{t ≥ 0 | Xt /∈ G}.

Ïóñòü D ⊆ Rd îòêðûòî, T > 0. Îêàçûâàåòñÿ, óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå X ïðè óñëîâèè
{τD > T} òàêæå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Òàëàãðàíäà. Èìååì: P{τD > T | Xt = x} =
Px{τD > T − t} = h(T − t, x), ãäå ht(x) = h(t, x) = Px{τD > t}, è óñëîâíûé ïðîöåññ Y
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

dYt = dBt + (∇b(Yt) +∇x log h(T − t, Yt))dt,

ãäå B = (Bt)t≥0 - ýòî d-ìåðíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü D - ñòðîãî âûïóêëàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé (C∞)

ãðàíèöåé. Ïóñòü b óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

α∗||x− y||2 ≤ (∇b(x)−∇b(y)) · (x− y) ≤ α∗||x− y||2.

Ïóñòü òàêæå Vb(x) := (4b+ ||∇b||2)/2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

αV ||x− y||2 ≤ (∇Vb(x)−∇Vb(y)) · (x− y).

Çäåñü α∗, α
∗, αV - ïîñòîÿííûå, íå îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíûå. Òîãäà êîýôôèöèåíò

ñíîñà β(t, x) = ∇b(x) +∇ log h(T − t, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(β(t, x)− β(t, y)) · (x− y) ≤ γ||x− y||2, γ := K − α∗ + α∗, K := max
t∈[0,T ]

k(t),

ãäå k åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè k′ = 2k2 − αV , k(0) = α∗.
Çàìå÷àíèå. Çíàÿ γ, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ïîñòîÿííóþ C äëÿ íåðàâåíñòâà Òàëàãðàí-

äà ïî òåîðåìàì 2 è 3.
Íåðàâåíñòâà Òàëàãðàíäà äëÿ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ.

Íàïîìíèì èçâåñòíûå ôàêòû èç òåîðèè ýêñòðåìóìîâ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ. Ïóñòü
G = (Gt)t∈[0,T ] - íåïðåðûâíûé äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ñ íóëåâûì
ñðåäíèì, è ïóñòü M := sup[0,T ]Gt < ∞. Òîãäà EM < ∞, è äëÿ r ≥ 0 èìååì (ñì.,
íàïðèìåð, [4]):

P{M − EM > r} ≤ e−r
2/2CV ar , CV ar := sup

t∈[0,T ]

EG2
t <∞.

Ýòà ïîñòîÿííàÿ
CV ar := sup

t∈[0,T ]

EG2
t

ïîÿâëÿåòñÿ è â íåðàâåíñòâå Òàëàãðàíäà. Ïóñòü â èñõîäíîì óðàâíåíèè d = 1 è b(t, x) =
A(t)x+ a(t), ãäå A, a : [0, T ]→ R èíòåãðèðóåìû, ò.å.

dXt = dWt + (A(t)Xt + a(t))dt, X0 = x.

Òàêàÿ äèôôóçèÿ ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì ïðîöåññîì.
Òåîðåìà 6. Ïðè âûøåóêàçàííûõ óñëîâèÿõ ðàñïðåäåëåíèå X íà [0, T ] óäîâëåòâîðÿåò

T2(CV ar).
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