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Дифференцирование функций, зависящих от операторных аргументов, усложняется, если функции и их производные не коммутируют. Для вычисления производной показателя операторозначной экспоненты 
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, Р.Фейнман [6] использовал формулу, связывающую неизвестные операторы 
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и Gt  с “известной “ левой производной 
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 (см. [9], а также обсуждение в [2], с 275, формула (1.10), и в [8]):

[image: image5.wmf])

(

.

1

0

.

.

t

t

t

t

sG

t

sG

G

G

def

L

t

e

G

e

ds

e

e

dt

d

G

-

-

ò

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

.
Таким образом, для вычисления 
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нужно решить задачу Коши для неявной системы операторных ОДУ (ООДУ) относительно Gt
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В частном случае, если 
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 коммутируют, решением задачи Коши в данном случае является функция  
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Пусть матрица 
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допускает диагонализацию с помощью обратимого преобразования 
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. Рассмотрим конструкцию решения уравнения
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Если 
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является решением  уравнения (1), то X также удовлетворяет уравнению
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(2)
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  удовлетворяет (2), если матрица 
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 коммутирует с 
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Теорема 1. Если 
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 допускает спектральное разложение типичное для эрмитовых, либо симметричных операторов
 
[image: image23.wmf]å

î

í

ì

=

n

n

n

n

n

n

t

t

t

t

t

t

G

|

)

(

))(

(

|

)

(

)

(

)

(

x

x

x

x

l




[image: image24.wmf](

)

,

,

,

,

jk

k

j

jk

k

j

d

x

x

d

x

x

=

=


(здесь  
[image: image25.wmf]С

Î

)

(

t

n

l

, 
[image: image26.wmf]k

j

x

x

,

- полуторалинейное скалярное произведение, либо 
[image: image27.wmf](

)

k

j

x

x

,

 - билинейная  форма, а 
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- система векторов ортонормированная относительно соответствующей полуторалинейной либо квадратичной формы),  а матрица 
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не имеет нулевых элементов, то единственным решением исходного уравнения является
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 в формуле (3) - это поэлементное абелево произведение матриц, сохраняющее эрмитовость, симметричность и положительную определенность сомножителей.

Формулы факторизации полезны для вычисления композиции, скалярного произведения и ортогонализации базисов неклассических состояний. Рассмотрим уравнения для билинейных форм в формулах Бейкера-Хаусдорфа:
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В одномерном случае при 
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 левая и правая производные совпадают, а формулы для вида матриц 
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 известны из [3]. Многомерный случай рассмотрен в [4], где получено явное решение при 
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Вопрос о единственности данного разложения положительно решается путем сведения задачи к системе линейных ОДУ с постоянными коэффициентами.  Построено глобальное аналитическое решение в классе задач с матрицами, произвольного размера такими что оператор 
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 имеет простой спектр и коммутирует с 
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, а также для матриц общего вида в размерности 2. Основным результатом является следующая
Теорема 2.  Пусть 
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 симметричная матрица, а 
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 - эрмитова. Предположим, что существуют симметричные матрицы 
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 такие, что выполнена формула (1) факторизации оператора 
[image: image45.wmf])

(

t

U

, причем

[image: image46.wmf]+

+

Y

+

F

=

=

a

t

a

t

t

aU

t

U

t

a

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

,       
[image: image47.wmf]+

+

+

+

+

Y

+

F

=

=

a

t

a

t

t

U

a

t

U

t

a

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

*

*

,
где 
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-матрицы канонического преобразования, отвечающего гамильтониану (4).
Тогда  
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Необходимыми условиями существования нормальной факторизации оператора сжатия  являются следующие уравнения для симметричной матрицы Rt, левой производной 
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 семейства матриц 
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В качестве примеров рассматривается случай точно решаемой задачи движения квантовой частицы в скрещенных электрическом и магнитном полях в представлении вторичного квантования и  задача о вычислении трех связанных параметрических процессов взаимодействия световых волн. 
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